1.STATIQUE DES FLUIDES

Ce chapitre rassemble I'essentiel du cours de PCSI.

1. Définition des fluides :

Un fluide est un systéeme pouvant se déformer sous |'effet de forces aussi petites soient-elles , pourvu
qu'elles soient appliquées assez longtemps.
En pratique, on considérera des liquides et des gaz.

Un fluide est formé a I'échelle microscopique de particules individuelles, cependant on traite le fluide
comme un milieu continu, constitué de "particules élémentaires de fluide" ( échelle mésoscopique ) si
la dimension typique L du systeme considéré ( échelle macroscopique ) est grande devant le libre
parcours moyen des molécules.

Les particules de fluide sont donc petites a 1'échelle macroscopique, mais contiennent un nombre de
molécules pour pouvoir y définir des grandeurs moyennées.

2. Forces dans les fluides :

2.1. Forces surfaciques, forces volumiques :
Les forces exercées sur les fluides peuvent étre décomposées en deux types :

e les forces volumiques, qui s'appliquent a chaque élément dV du fluide ; on définit dans ce cas
une densité volumique de forces par:

—

dF =f,.dV
Exemple : poids volumique proids = pg, force électromagnétique volumique fVém =p( E+vAB ).

e les forces superficielles, qui s'appliquent a chaque élément dS de la surface S entourant le
volume V du fluide ; on admet que dans le fluide au repos la force exercée sur une petite
surface dS du fluide étudié est:

dF=-P(M).dS.

ot d S est le vecteur surface orienté par la normale sortante, et o P(M) est appelée pression au point
M.

Unité SI de pression : le Pascal (Pa):1Pa=1Nm=.

Autres unités : le bar : 1 bar = 10> Pa ; 'atmospheére (atm ) : 1 atm = 101325 Pa;
Le millimetre de mercure ( mmHg) : 1 atm = 760 mmHg ; le torr : 1torr = 1 mmHg.

2.2. Résultante volumique des forces de pression :

F=[]df=[[-P.dS=-][]Vp.av

Les forces de pression sont donc, du seul point de vue de la résultante, équivalentes a des forces
volumiques de densité :

fvpression = —gradP



3. Equation locale de la statique des fluides :

Un fluide est en équilibre par rapport a un référentiel R si pour toute particule fluide :
vR(M,t) = 0.

On se place dans le cas d'un fluide soumis aux seules forces de pesanteur et aux forces de pression,
en équilibre par rapport a un référentiel R galiléen.

L'équilibre dans R s'écrit sous forme locale :
p.g—gradP =0

Cette relation se projette sur un axe Oz ascendant selon :
dpP
dZ - pg

Définition : on appelle surfaces isobares les surfaces P = cste.

Propriété : les isobares sont perpendiculaires aux lignes de champ de f,, .

4. Champ de pression dans le champ de pesanteur pour un fluide incompressible homogeéne :

Un fluide est incompressible si sa masse volumique p ne dépend pas de P.
Si de plus le fluide est homogene, alors p = cte.

Onaalors:
P(z) =P(0) - pgz ( sil'axe des z est ascendant )

Théoréme de Pascal : dans un liquide au repos, les variations de pression se transmettent
intégralement d'un point a un autre.

5. Champ de pression dans un gaz parfait : modele de I'atmospheére isotherme :

L'équation d'état du GP s'écrit :
P=pRT/M.

On déduit de la loi fondamentale de I'hydrostatique :
P(z) = P(0).exp M97/RT

Le facteur exp~M9%/RT est appelé facteur de Boltzmann : il compare I'énergie potentielle de pesanteur

aI’énergie d’agitation thermique.

6. Théoréme d'Archimede :

Enoncé : Un solide immergé dans un fluide a 1'équilibre est soumis a une poussée verticale de bas en
haut, égale en norme au poids du liquide déplacé et s'exercant au centre de masse du fluide déplacé.

Remarque 1 : la poussée d'Archimede n'est pas un nouveau type de force ! Elle traduit la résultante
des forces de pression, dans le cas d'un fluide soumis uniquement a la pesanteur.



Remarque 2 : la démonstration du théoréme suppose que le solide peut étre remplacé par du fluide
sans modifier 1'équilibre. Pensez-y !



Chapitre 2 : CINEMATIQUE DES FLUIDES

Notions et contenus

Capacités exigibles

2.1 Description d’un fluide en mouvement

Champ eulérien des vitesses. Lignes de
champ. Tubes de champ.

Définir et utiliser 'approche eulérienne.

Ecoulement stationnaire.

Savoir que le caractére stationnaire dépend
du référentiel.

Dérivée particulaire de la masse volumique.
Ecoulement incompressible.

Etablir I'expression de la dérivée particulaire
de la masse volumique. Utiliser son
expression pour caractériser un écoulement
incompressible. Savoir que le caractere
incompressible ne dépend pas du
référentiel.

Equation locale de conservation de la masse.

Etablir cette équation dans le seul cas d’un
probléeme unidimensionnel en géométrie
cartésienne.

Admettre et utiliser une généralisation en
géométrie quelconque utilisant I'opérateur
divergence et son expression fournie.

Caractérisation d’'un écoulement | Utiliser div v =0 pour un écoulement
incompressible par la divergence du champ | incompressible.

des vitesses.

Dérivée particulaire du vecteur-vitesse : | Associer  dv/dt a l'accélération de la

terme local ; terme convectif.

particule de fluide qui passe en un point.
Connaitre et utiliser I'expression de
'accélération avec le terme convectif sous
la forme (v.grad) v.

Utiliser I'expression fournie de
I'accélération convective en fonction de
grad (V°/2) etrot v x v.

Vecteur tourbillon.

Ecoulement irrotationnel défini par la nullité
du rotationnel du champ des vitesses en tout
point ; potentiel des vitesses.

lllustrer sur des exemples simples la
signification qualitative du vecteur tourbillon.

Utiliser rot v = 0 pour un écoulement
irrotationnel et en déduire I'existence d’un

potentiel des vitesses. Savoir que le
caractere irrotationnel dépend du
référentiel.

1. Description du fluide en mouvement ; champ des vitesses :




1.1. Description eulérienne :
On utilise la description eulérienne, utilisée pour tous les champs en physique.
Pour le champ des vitesses, elle consiste a donner la vitesse en tout point du fluide et a tout instant,
par rapport au référentiel considéré, soit
V=V,(T,1).
Les variables d'espace et de temps sont ici des variables indépendantes, appelées variables d'Euler.
1.2. Ecoulement stationnaire :

Définition : on appelle écoulement stationnaire un écoulement pour lequel tous les champs eulériens
sont indépendants du temps ( donc en particulier la vitesse).

Dans ce cas la variable t n’apparait pas dans I’expression de v.



Le caractere stationnaire d’'un écoulement dépend du référentiel considéré.

1.3. Définitions :

Définition : Les lignes de courant sont les lignes de champ du ligne de courant
\‘f surface AS entourant le point M

vecteur vitesse ; elles se déforment au cours du temps, si
I'écoulement n'est pas stationnaire.

Définition : Un tube de courant est la surface formée par
I'ensemble des lignes de courant s'appuyant sur un contour fermé C.

-

filet de courant /
tube de courant
saction S2

section S1

2. Débits :
2.1. Débit volumique :

Définition : le débit volumique Dv est le volume de fluide traversant une certaine surface

orientée pendant I'unité de temps. Unité : m3.s-1,

Soit un écoulement parcouru par un fluide a vitesse v.(r,t) :

le volume élémentaire traversant une petite surface ds pendant dt est :
d2v = v.(r,t).dS.dt
Le volume traversant une surface S pendant dt est donc :

av = [fv(r,).dS.de=( [[v(r,)dS).de

Le débit volumique s'écrit donc :

pv = S [[i(r,0.38

C'estle flux de v(r,f) a travers la surface S.

Cas simple et classique : écoulement a travers une surface sur laquelle la vitesse est uniforme.



2.2. Flux volumique : opérateur divergence :

Calculons le débit a travers les faces d'un petit volume élémentaire dV = dx.dy.dz ( 6 faces ) :

A

A/g(x +dx,y,2)

— dS| =dy.dzuy

—
5oyl ———

w( ",)’,Z) Face 1

v

Le débit élémentaire s’écrit alors :

dD = vx(x+dx,y,z,t).dy.dz - vx(xy,z,t).dy.dz
+ vy(xy+dy,zt).dx.dz - vy(xy,zt).dx.dz +
+Vy(Xy,z+dz t).dx.dy — v,(xy,z7t).dx.dy.

v,
= O gvdyder D dvadydz+ 2 dvdydz
ox dy 0z
0
= (av" +l+%).dx.dy.dz.
ox dy 0z

On pose :

. avv Y VZ : :
divv=—"+—+ (lire « divergence de v »).
ox dy 0z

La divergence est un opérateur ; elle a pour unité m, elle s’applique a un champ de vecteurs et
donne un scalaire : pour le rappeler il n’y a pas de fleche sur div.

Remarque: les expressions de la divergence en coordonnées cylindriques et sphériques sont
beaucoup moins simples !

La divergence d’un vecteur exprime le flux volumique de ce vecteur en un point.

Théoreme de Green-Ostrogradsky :
[ div(A)dv = ﬁs AdS

ou V est le volume fermé par la surface S ( fermée ) orientée vers I'extérieur.
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La divergence d’'un champ de vecteurs est non-nulle lorsque a travers la surface fermant un petit
volume il « sort plus de champ qu’il n’en rentre », ou qu’il « entre plus de champ qu’il n’en sort ».

2.3. Débit massique :

Définition : le débit de masse D est la masse traversant une certaine surface orientée pendant
I'unité de temps. Unité : kg.s"1.

Avec un raisonnement analogue au précédentona:

dl\;it) = [[olr,0)3(r, 0.0

Dm =

Définition : le vecteur j_(l_:.,t) = p(f',t).;(;‘,t) est appelé densité de courant de masse.

Généralisation ( HP ) : le débit d’'une grandeur G(t) quelconque - scalaire ou vectorielle - est égale au
dG(t)
dt

flux du vecteur j(T(F.,t) =g.(r,t)v(r,t) o g.(r,t)= est la densité volumique de G(t).

3. Dérivée particulaire de la masse volumique :

Comme le champ des vitesses, le champ des masses volumiques dépend de r ett.

Considérons une particule de fluide dans un écoulement : entre les instants t et t+ dt, elle se déplace
du point M(x, y, z) au point M'( x+dx, y+dy,z+dz) avec naturellement :
dx = vxdt; dy = vydt ;dz = vzdt.

Sa masse volumique varie, car on change de point, et d’instant; la dérivée correspondante est dite

: . , Dp
particulaire et notée —t, avec:

Dp _ I p(x+dx,y+dy.z+dz t+dt) - p(x,y, z, t)

1m
Dt ao | dt ]

Une variation de p s’écrit :

p(x+dx,y+dy,z+dz t+dt) - p(x,y, z,t) =dp(X,y, z, t)
dp dp dp dp
=——.dx+—.dy+—. —.dt
Jx ! dy Y 0z ot
_%p Ip

dp dp
—v dt+—.v dt+—.dt
ox ady AT T o

dz+
v dt+

L. 8/)
=(v.grad).p.dt + —.dt
(v.grad).p e

On adonc
Dp —— ap
— =(v.grad). -
Dr (v.grad).p + 3



L'opérateur D/Dt est appelée dérivée particulaire ( ou en suivant le mouvement ) ; le premier terme
est la dérivée convective, due au fait qu'on regarde 1'effet d'un changement de point a t donné, le
second terme est la dérivée locale : on regarde en un méme point la variation temporelle.

Définition : un écoulement incompressible est un écoulement pour lequel D 0.

Le caractére incompressible d’'un écoulement ne dépend pas du référentiel considéré.

4. Equation locale de conservation de la masse.
4.1. Principe du bilan :

Le principe du bilan d’'une grandeur G est toujours le méme : un volume V donné de I’espace - fixe - en
contient une certaine quantité a t.
On regarde la variation de G contenu dans V pendant dt.
Si cette quantité a varié, cela ne peut étre que pour deux raisons :

e Soitdu G est passé a travers la frontiére de V;

e Soit du G s’est transformé en autre chose.
Ce dernier cas peut ne pas se produire, par exemple en mécanique classique la masse ne peut se
transformer !

4.2. Equation locale de conservation de la masse :
Reprenons le petit élément de volume dV, qui servira pour tous les bilans locaux.
La grandeur dont on fait le bilan est la masse M contenue dans dV.
On suppose que la vitesse du fluide est ¥ = v(x, y, z, t). u, .

La masse contenue dans le volume V a l'instant t est :
dM(t) = p(r,t).dV



et al'instant t+ dt:
dM(t+dt) = p(r,t+dt).dv

Entre les instants t et t+ dt, la masse contenue dans V a donc varié de :
d?M = dM(t+dt) - dM(t) = dM/dt.dt car dM ne dépend que de t
P( r,t)

dt.dVv
ot

= [p(r,t+dt)-p(r, t) 1.V = ==

La masse traversant les frontiéres du volume considéré est :
d2m = p(x,y,2,t).v(x,y,2,1).dSu, dt- p(x+dx,y,z,t) v(x +dx,y,z,t).dS.dt.u,

_p(x,y,z,0).v, (x,y,2,0).dS .dt - p(x + dx,y,z,t).v (x+dx,y,z,t).dS.dt

ap OP-YVe .dx.dS .dt avec dx.dS = dV
X
Or on a naturellement : dm =-dM ; on en déduit :

ot 0x

Cette équation se généralise a trois dimensions par :

ap, apv)  0pv)  A(pv)
ot 0x o0y 0z

=0

soit:

op . -
— + . =
ot div(p.v)=0

4.3. Condition nécessaire et suffisante :
Formule d’analyse vectorielle ( a ne pas retenir! ) :
div(pv) = p.div(v) + v.gradp = p.div(v) + (v.grad)p
Ip
L'équation de continuité peut s'écrire : p. d1V(V) +V. gradp + P

. Dp
& pdiv(v)+—=0
pdiv(v) Dt
Pour un écoulement incompressible on a donc :

div(v)=0

On peut montrer qu'un critere d'incompressibilité est v<<c, ou c est la célérité du son dans le fluide.

4.4, Cas particulier de 'écoulement stationnaire :

Dans ce cas I'équation de conservation de la masse s’écrit sous forme locale :
div(p.v)=0

et sous forme intégrale :



gﬁ)p(;,t).;.(;,t).ﬁ =0 :le débit de masse se conserve.

Exemple: < —>

gp.pv.dS= ”S p.v.dS, + HS p.v.dS, =—pv S, +p,v,S, =0

5. Dérivée particulaire du champ des vitesses : champ des accélérations :
La démonstration est similaire a celle effectuée pour la masse volumique.

On considere une particule dans un écoulement : entre les instants t et t+ dt, elle se déplace du point
M(X, y, z) au point M'( x+dx, y+dy,z+dz) avec naturellement :
dx = vxdt; dy = vydt ;dz = vzdt.

-

. : ~_Dv :
Son accélération au temps t est en description eulérienne notée a = E; elle s'écrit :

- v(x+dx,y+dy,z+dz, t+dt) - v(x,y, 2 t
a211111(1H()[( y tdy 2 )-V(X,Y,2,t)

]

v(x +dx,y+dy,z+dz,t+dD) - v(x, Y,z ) =dV(x, ¥, 2, )

=a—V.V dt+a—V.V dt+a—V.VZdt+a—V.dt
ox ay 0z ot

—

—_— =

= (v.grad).v.dt + aa—:.dt

On a donc

—

Dv ——— - ov
a=—=(v.grad).v+—
Dy _verad)veo

Le premier terme est 'accélération convective, due au fait qu'on regarde 1'effet d'un changement de
point a t donné, le second terme est I'accélération locale : on regarde en un méme point la variation
temporelle.

-2
Remarque : (v.grad).v+ = grad% + (E;)/\;

Exemple : tuyére convergente en régime permanent.
4.3.Généralisation :

L’opérateur dérivée particulaire est :

D _(vorad)+9
Dt (Vygrad)+at



6. Ecoulement rotationnel : vecteur tourbillon :

6.1. Circulation du champ des vitesses : opérateur « rotationnel » :
Définition : la circulation du champ v sur une courbe AB orientée :

B
Coy = vl
A

Lorsque la courbe est fermée, elle est appelée contour fermé et ’'on note :
Cyop =l

Calculons la circulation élémentaire sur un contour plan orienté de cotés dx et dy en coordonnées
cartésiennes.

A

E(x,y)

>
>

Coté 1

»X

»

Il faut orienter le contour - de maniére arbitraire -, son vecteur surface sera orientée en concordance
par la regle du tire-bouchon par exemple.

Ici la surface élémentaire de la boucle orientée est dS = dx.dy.uz.

La circulation élémentaire du champ des vitesses est alors :
dC = v(x,y).dx.ux +v(x,y+dy).(—=dx.u.)+v(x +dx,y).dyu, +v(x,y).(-dy).u,

= v, (x,y)dx—v (x,y+dy).dx+v (x+dx,y).dy—v (x,y).dy

ov,
=— o, dy.dx +—=.dy.dx
dy ox
v,
= (=—- %).dy.dx
ox dy
ov, -~ -
- (2o %).uz.a’S
ox dy
E)v), av
Le terme (———") est la composante selon z du vecteur rotationnel du champ des vitesses.

ox dy



Remarque : on a omis les variables z et t pour ne pas surcharger.

avz - aVy );tr + (% - %);;y + (aL - %)Zh .
dy 0z Jdz  ox ox dy

En cartésiennes, on a rotv = (

Le rotationnel est un vecteur dont les composantes représentent une circulation par unité de surface.

Il est assez difficile de voir sur une carte de champ si un champ est a rotationnel nul ou pas ! On peut
dire en premiére approximation qu'un champ a rotationnel non nul « tourne » localement.
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6.2. Théoréme de Stokes :

Soit une surface S ouverte et orientée en concordance avec le contour C sur lequel elle s’appuie :

3( AM)d/ = j j rotA(M).dS
S

Dans le cas d'un écoulement rotationnel ( ou tourbillonnaire ) ‘rotv # 0.

Définition : le vecteur tourbillon est :
Q =—rotv
7. Ecoulement irrotationnel : potentiel des vitesses :
Définition : r?c(;) =0
Or on a ( formule d’analyse vectorielle ) Fo‘E(gTaciqD =0
On en déduit ; = gﬁd(p ou ¢ est appelé potentiel des vitesses.

L’écoulement est alors dit « potentiel ».

Remarque : dans le cas particulier d'un écoulement irrotationnel incompressible , ¢ vérifie I'équation
de Laplace:



div(ﬁ )=A ouAg estle Laplacien de .

Le caractere irrotationnel d'un écoulement dépend du référentiel considéré.



