Un fluide est en équilibre par rapport a un référentiel R si pour toute particule fluide :
Y RIM,t) = 0.

Soit une portion de fluide dV de masse dm = p.dV enclose par une surface S et soumise dans un
réferentiel R :
* a des forces de pression admettant une densit€ fypression = -VP ;

* a des forces volumiques admettant une densité fy/.

L'équilibre dans R s'écrit sous forme locale :
fl-P=0

Remarque : si R n'est pas galiléen, il faut tenir compte de forces d'inertie.

Cas particulier d'un fluide soumis aux seules forces de pesanteur : fy=pgl.
Définition : on appelle surfaces isobares les surfaces P = cste.

Propriété : les isobares sont perpendiculaires aux lignes de champ de fy,.

4.Champ de pression dans le champ de pesanteur pour un fluide incompressible :
Un fluide est incompressible si p ne dépend pas de P.

Si de plus le fluide est homogene, alors p = cte.

On a alors :

P(z) = P(0) - pgz ( sil'axe des z est ascendant )

Théoreme de Pascal : dans un liquide au repos, les variations de pression se transmettent intégralement
d'un point a un autre.

5.Champ de pression dans un gaz parfait : modele de I'atmosphere isotherme :
L'équation d'état du GP s'écrit : P = pRT / M.

On déduit de la loi fondamentale de 1'hydrostatique :
P(z) = P(0).exp( - Mgz / RT ).

6.Théoréeme d'Archimede :

Enoncé : Un solide immergé dans un fluide a 1'équilibre est soumis a une poussée verticale de bas en haut,
égale en norme au poids du liquide déplacé et s'exercant au centre de masse du fluide déplacé.

Remarque 1 : la poussée d'Archimede n'est pas un nouveau type de force ! Elle traduit la résultante des
forces de pression.

Remarque 2 : la démonstration du théoreme suppose que le solide peut tre remplacé par du fluide sans
modifier I'équilibre. Pensez-y !



2.Débits :

Définition : le débit volumique Dv est le volume traversant une certaine surface orientée pendant
I'unité de temps. Unité : m3.s-1.

Soit un écoulement parcouru par un fluide a vitesse ;.(;, t) :
le volume élémentaire traversant une petite surface ds pendant dt est :
d2V = v.(r,1)dS .dt
Le volume traversant une surface S pendant dt est donc dV = I j;(;, t)Eé de=( I j;(;, t)Eé ).dt.

Le débit massique s'écrit donc : Dv = d\;t(t) = ”;(; t).ﬁ

Cest le flux de v(r,t) atravers la surface S.

Définition : le débit de masse Dm est la masse traversant une certaine surface orientée pendant 1'unité de
temps. Unité : kg.s‘l.

Avec un raisonnement analogue au précédent on a : Dm = dl\:l[t(t) = .[ J-p(;, t).:/(;, t).(Té

Définition : le vecteur j(r.,t) = p(r,t).v(r,t) est appelé densité de courant de masse.

Généralisation ( HP ) : le débit d’une grandeur G(t) quelconque — scalaire ou vectorielle - est égale au
dG(t)

flux du vecteur ;(;, t) = g.(;, t);(;,t) ou g.(;,t) = "

est la densité volumique de G(t).



4.Dérivée particulaire d'un champ.
4.1.Dérivée particulaire du champ des vitesses : champ des accélérations :

En description eulérienne la relation a = dv/dt n'a plus de sens, car ni X, ni y ni z ne dépendent de t.
On peut de plus avoir une accélération non nulle alors que 1’écoulement est stationnaire.

Revenons a une particule dans un écoulement : entre les instants t et t+ dt, elle se déplace du point M(X, y,
z) au point M'( x+dx, y+dy,z+dz) avec naturellement :
dx = vxdt ; dy = vydt ;dz = v,dt.

Son accélération au temps t est en description eulérienne notée Dv/Dt ; elle s'écrit :

;l’ —lim,_, [;(X +dx,y +dy,z+ jf,t +dt) - ;(X, y, Z, t)

]

;(x +dx,y +dy,z+dz,t +dt) - :l(x, y,Z,t) = d:/(x, Y, Z,t)

QX—d 4—Qz-dy Eﬁfcl-+ét—dt

ox ady oz ot
QXV&+§X m+§— m+§1m
ox dy Yy oz

-

—_— -

= (v.grad).v.dt +aa— dt

On a donc

_  Dv v
a=—=(v.grad ).v+—
Dt (v.grad). ot

L'opérateur D/Dt est appelée dérivée particulaire ( ou en suivant le mouvement ) ; le premier terme est la
dérivée convective, due au fait qu'on regarde 1'effet d'un changement de point a t donné, le second terme
est la dérivée locale : on regarde en un méme point la variation temporelle.

Ici : accélération particulaire = accélération convective + accélération locale.

) - 2 -
Remarque * (v.grad ).v+ = grad V?+ (rot v)/\v

Exemple : tuyeére convergente en régime permanent.
Cr
MOVIE
INCO~185.MQOV

4.2. Dérivée particulaire du champ de masse volumique :

p_ Jp
=P = (v.grad ).p + 22
Dt (v.grad ).p 3t

4.3.Généralisation :

J

L’opérateur dérivée particulaire est : % =(vgrad) + pr



5.4. Ecoulement tourbillonnaire : vecteur tourbillon :

—_—

Dans le cas d'un écoulement rotationnel rotv # 0.
L'écoulement est alors dit tourbillonnaire et on définit le vecteur tourbillon par :

KECVIE

Q =—rotv
2
WING~2AC.MOV

6. Etude de deux écoulements : signification de la divergence et du rotationnel :



La constante de proportionnalité est appelée viscosité dynamique ; dans les fluides newtoniens, c’est une
constante caractéristique du fluide.

Son unité SI est le Poiseuille (P1) ; 1 P1 =1 Pa.s.
Ordre de grandeur 2 20°C : eaun = 10-3 P1 ; air (P = 1 bar ) n = 2.10-3 P ; glycérine 1| = 0,85 PI.
1.4.Conditions de continuité :

La contrainte de viscosité devant rester finie, la vitesse est une fonction continue des variables d’espace.
En conséquence, a la surface fixe d’un solide on doit avoir v = 0.

A la surface libre d’un fluide, on doit avoir o5 = 0.

1.5.Force volumique de viscosité pour un fluide incompressible :

Soit un élément de fluide de volume dV = dx.dy.dz entre les abscisses y et y + dy , dans un écoulement
unidirectionnel

v=v(yt).u,
L N .. _ y4

Cet élément est soumis a deux forces de cisaillement :
oy(y+dy)

e eny: oudS=dx.dz; y+dy
ov, (y,t) Y oy X
dy

e en y+dy : dF(y+dy) =n.dS. (y+dy)

La résultante est donc dF = F(y) +F(y+dy)

- n.ds.{—a“a(y’” (y+dy) - 200 <y>}
y dy

Il existe donc une densité volumique :

On admettra que pour un écoulement incompressible ( divv =0 ), on généralise a trois dimensions par :

1
‘

f =1n.Av

VViscosité

0 0N, W i} i} i} S
avec AV = i + o + P (Av,)u, +(Av )u, +(Av,)U, en coordonnées cartésiennes.




Ordres de grandeur :

Manteau terrestre 10

Glacier 10"
Spermatozoides dans le liquide séminal 10~
Bille dans du miel 10°

Tétard 100

Homme dans 1'eau 10°

Requin dans l'eau 10°

Dans un écoulement a grand nombre de Reynolds, I’inertie domine.

Dans un écoulement a petit nombre de Reynolds, la viscosité domine.




On étudie alors C4 = f(Re) dans un diagramme logarithmique.
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Pour des petits nombres de Reynolds (R <= 1), Cq4 est inversement proportionnel a Re, soit :

Cya=24/Re,

La force exercée par le fluide sur la sphére est alors : ~ F=—6mmRV ( formule de Stokes )

trainée se stabilise.
On a alors :

F=-C7l:pR2V2uX avec C = 0,2.
e Pour Re =~ 2.103, 1a trainée chute brutalement ( crise de trainée ) .

a a a a

MEOVIE MOVIE MOVIE MOVIE

Pour de plus grands nombres de Reynolds, 10°<Re < 10° , Cq4 est constant, ce qui traduit le fait que la

a

MEOVIE

ball_05.mov ball 01.mov ball_03.mov ball_ 06.mov 1 061~35.MOQOV

E-\.
WOWIE

1 061~35.MOV

3.2.Ecoulements laminaires et turbulents :



PSI
4. DYNAMIQUE DES FLUIDES PARFAITS

On considere des écoulements parfaits, incompressibles et homogenes ; on a alors p = cte.

1. Equation d'Euler.

On rappelle qu'un écoulement parfait exclut les phénomenes dissipatifs : viscosité, diffusion thermique,
diffusion de particules, etc. Le terme de viscosité disparait ; I’équation de Navier-Stokes s’écrit :

p[(ﬁ)o . aat} —f, VP

Equation d’Euler

On rappelle que : (yigrad v = grﬁ(%z) +(TOtV) A Y

Cas particulier ( écoulements subsoniques ) :

si T désigne un ordre de grandeur temporel des variations de v,

si L désigne un ordre de grandeur spatial des variations de v,

I'accélération convective est négligeable devant l'accélération locale si v << L/t ; I’équation est alors
linéaire.

2. Equations de Bernouilli.

2.1.Cas particulier d'un écoulement parfait, incompressible, homogene, irrotationnel et stationnaire
dans le seul champ de pesanteur :

Les hypothéses se traduisent par : rotv=0;1 =0; p =cte ; d/dt = 0.

La quantité P + pgz + pv2/2 = constante dans tout le fluide.

Remarque : la quantité pgz est appelée pression statique; pV2 est appelée pression cinétique-

2.2. Cas particulier d’un écoulement parfait, homogene, incompressible, rotationnel et stationnaire
dans le champ de pesanteur :

Les hypothéses se traduisent par : rotv £ 0; p =cte; d/0t=0; 1 =0.

La quantité P+ pgz + pV2/2 = constante le long d'une ligne de courant.

2.3. Cas général d’un I'écoulement parfait, homogene et incompressible :

Entre deux points A et B d'une méme ligne de courant :

B - 2
[ {@ Tl +d(V—)+deP} =0
p ot 2

A

ou e, est I’énergie potentielle volumique.
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5. BILANS DYNAMIQUES

Il est difficile en général de résoudre exactement un probleme de mécanique des fluides ( parfaits
ou non ) avec les équations locales.

11 est possible d’envisager ces problemes en isolant cette fois un systeme macroscopique du fluide
(au lieu de la particule fluide ) et en utilisant des équations intégrales.

Ce chapitre va montrer au travers d’exemples, un savoir-faire, une méthode pour effectuer des
bilans. Aucun résultat n’est a priori a mémoriser.

1. Modes de bilan en mécanique des fluides :

Il existe deux modes de bilan en mécanique des fluides :

e on peut raisonner sur un systéme fermé : il contient une quantité définie de matiere dont la frontiere
est définie et que 1'on suit dans son mouvement ;

e on peut raisonner sur un systéme ouvert : il est limité par une surface fictive, fixe dans le référentiel R
d’étude, et a travers laquelle il y a échange de maticre.

Nous allons montrer ces deux modes de bilan sur le plus fréquent des bilans : le bilan de masse.

1.1. Systeme ouvert :
Soit une surface S fixe dans R, entourant un volume V.

ds

A 4

La masse contenue dans le volume V a l'instant t est :

M(t) = [[] p(r,t).dV
et a l'instant t+ dt :

M(t+dt) = [I] p(r,t+dt).dV
Entre les instants t et t+ dt, la masse contenue dans V a donc varié de :
dM = M(t+dt) - M(t) = dM/dt.dt car M ne dépend que de t
= [ [p(r,t+dt) - p(r,0) 1.dV
= [l [ 9p(r,t)/0t 1.dt.dV car p dépend de r et de t.

La masse d2m algébrique traversant une petite surface dS orientée par n pendant dt , et ce a vitesse v est :

d2m = p.v.dS.dt
La masse dm traversant la surface totale S pendant dt est donc :

dm= [[d2m= [ p.v.dS.dt.
Or on a naturellement : dm = -dM ; on en déduit :

Ily [ 9p(r,)/0t 1.dV + [Is p.v.dS =0

Equation de conservation de la masse sous forme intégrale.



2. Exemple : Bilan de quantité de mouvement : fusée.

Hypotheses :
e Les gaz brulés sont éjectés avec un débit de masse

constant Dm. T
e [a vitesse des gaz brulés par rapport a la fusée est u.

On considere le systeme fermé {fusée + gaz } a un instant t.
La masse du systeme est M(t). t+dt

A Pinstant t :
la vitesse du systéme par rapport a un référentiel R galiléen est V(t), vitesse de la fusée.
La quantité de mouvement P(t) du systeme est :

P(t) = M(t)V(t) .

A Pinstant t + dt :

Une masse de gaz dm = Dm.dt a été éjectée : on décompose donc le systeme de masse M(t+dt) = M(t) en
deux sous-systemes :

e Ja fusée de masse myygee(t+dt) = M(t) - Dm.dt , de vitesse V(t+dt) = V(t) + dV ;

® les gaz €éjectés de masse Dm.dt , de vitesse u + V(t+dt) par rapport a R.

La quantité de mouvement du systéme P(t+dt) a t+dt est donc :
P(t+dt) = [ (M(t)-Dydt) .V(t+dt) ] + Dm.dt [ u + V(t+dt) ]
= M(t).V(t+dt)+Dy.dt.u
On a donc :
dP = P(t+dt) - P(t) = M(t).dV + Dm.u.dt
donc :
dP/dt = M(t).dV/dt + Dm.u

Le Principe fondamental appliqué au systeéme considéré s'écrit donc :
dP/dt=F

M(t).dV/dt + Dm.u=F
Le terme Dm.u est une force appelée poussée, correspondant au débit de quantité de mouvement.



